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1 解析定型文

一般的に、数学に対して「定型文」などというものは、

数学に対する冒涜である。

しかし、定型文を覚えれば、単位が近くなるだけでなく、

かみ砕いて理解するための近道となる可能性も ε ほどある。

1.1 lim
x→∞

f(x) の証明

任意なε > 〰に対して、

〱つの自然数をN > 　　　 となるようにとれば、

n > Nならば、|an − a| 〽 のの式 < ぎの式 < ε

1.2 anが∞に発散する証明

任意なM > 〰に対して、

〱つの自然数をN > 　　　 となるようにとれば、

n > Nならば、|an − a| 〽 のの式 > ぎの式 > M

1.3 ε− δ 論法

任意なε > 〰に対して、 　　　　 とすれば、

〰 < |x− x0| < δ ならば、

f〨x〩− y0 〽 への式 < δの式 〽 ε

となる。ゆえに、f〨x〩→ y0 〨x→ x0〩

1.3.1 δ2の項

〰 < δ < 〱 とすると、 δ2 < δ
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1.4 lim
x→x0

f(x) = +∞ の証明

任意な正の数きに対して、正の数δをδ < Mの式

となるようにとると、

〰 < |x− x0| < δ ならば f〨x〩 > δの式 > M

したがって、f〨x〩→ 〫∞ 〨x→ y0〩

1.5 lim
x→−∞

f(x) = y0 の証明

x < −M < 〰のとき、|x| > Mであるから、

|f〨x〩− y0| 〽 への式 < きの式 　< ε

任意な ε > 〰 に対して、〰 < 1
ε < M となるようにきをとれば、

x < −M < 〰 ならば、| 1x − 〰| < ε

よって、 f〨x〩→ y0

2 実数

実数は幾つかの性質を持つが、

教科書では４つの性質に整理されている。

性質せぉそ：四則計算

性質せぉぉそ：大小の順序

性質せぉぉぉそ：稠密性

性質せざぉそ：連続性
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2.1 性質[I]：四則計算ができる

実数に限らず、加減乗除のうち

足し算（加）、引き算、（減）、掛け算（乗）

については整数・有理数の範囲でも成り立つし、

割り算（除）も有理数の範囲で成り立つ。

なじみ深い性質なので、深入りする必要もないだろう。

2.2 性質[II]：大小の順序がつく

これも、自然数、整数、有理数の範囲で成り立つ話で、

実数特有ではない。

〱 < 〲

のように、当たり前の話である。

しかし、「大小の順序がつく」ことによって、

以下の二つの性質が引き出せる。

2.2.1 性質：無限である

これは性質せぉそとせぉぉそから引き出せる。

どんな実数にも大小の順序がつくということは、

どんな大きい数でも、それより大きな数があることになる。

もし、最後の実数なるものがあると仮定すると、

（最後の実数）＜（最後の実数＋１）

「最後の実数」より大きな数が存在するため、矛盾する。
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というわけで、実数や整数に「最後」はなく、無縁である。

2.2.2 性質：アルキメデスの公理

これも性質せぉそとせぉぉそから引き出せる。

〰 < b < a

a, b ∈ R

つまり、実数ちとぢを用意して、ぢがちより小さいとき、

a < nぢ となる自然数のが存在する。

具体的に書けば、

a 〽 〱〰〰, b 〽 〳

としたとき、 〰 < 〳 < 〱〰〰 なのだが、

n 〽 〳〴としてやると、 〱〰〰 < 〳〴× 〳 となる。

（別にのは〳〵だって、〱〰〰だって、〱億だっていい。）

実数ちがどんなに大きくても、実数ぢがどんなに小さくても、

すごく大きい自然数のをぢに掛けてやってのぢにすれば、 ちを越えることがで

きる。

そういう希望ある数学的結論である。

2.3 性質[III]：稠密性

これは有理数の範囲でも成り立つ。

実数が稠密である、つまり、すごくたくさん詰まってるというのは、

高校レベルでも、教科書のレベルでも当然のものとして扱う。
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二つの実数、例えば、区間 せ 〱〮〲〳 〬 〱〮〵〶 そ

つまり、〱〮〲〳と〱〮〵〶の間……という狭い範囲ですら、

無限の有理数と実数が含まれている。

2.4 性質[VI]：連続性

性質せぉそ～せぉぉぉそとは異なり、この性質は実数にしかない。

言い換えれば、これが、有理数でない実数の性質を明らかにしたものである

が、

だからこそ、実数で一番難易度が高い部分でもある。

2.4.1 カントールの公理

一般的な話はおいておいて、

ここでは、具体的に一つに実数を用いて考える。

何を選んでもいいが、円周率

π 〽 〳.〱〴〱〵〹〲〶〵

を使ってみる。

区間〱番〽 せ 〳 〬 〴 そ とすると、 〳 < π < 〴

区間〲番〽 せ 〳〮〱 〬 〳〮〲 そ とすると、 〳.〱 < π < 〳.〲

区間〳番〽 せ 〳〮〱〴 〬 〳〮〱〵 そ とすると、 〳.〱〴 < π < 〳.〱〵

区間〴番〽 せ 〳〮〱〴〱 〬 〳〮〱〴〲 そ とすると、 〳.〱〴〱 < π < 〳.〱〴〲

区間〵番〽 せ 〳〮〱〴〱〵 〬 〳〮〱〴〱〶 そ とすると、 〳.〱〴〱〵 < π < 〳.〱〴〱〶

区間〶番〽 せ 〳〮〱〴〱〵〹 〬 〳〮〱〴〱〶〰 そ とすると、 〳.〱〴〱〵〹 < π < 〳.〱〴〱〶〰

区間〷番〽 せ 〳〮〱〴〱〵〹〲 〬 〳〮〱〴〱〵〹〳 そ とすると、 〳.〱〴〱〵〹〲 < π < 〳.〱〴〱〵〹〳
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こんなふうに、

π を含みながら、〱桁づつ増やしていって、

区間を狭め続けることができる。

今は区間〷番までしか書いてないが、

どんなに狭くても

（例えば区間の幅が〰〮〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〰〱であっても、）

π を含むように区間を設定できる。

では、上記のノリで、区間を狭めていき、

区間〱〰〰番、区間〱億番、そして区間∞番まで作っても、

π を含むように設定は可能である。

区間∞番まで作っちゃったとき

区間〱番から区間 ∞ 番まで共通で含まれてる実数はπだけで、
他の実数は含まれてない。

区間を設定するために使った数は小数、

つまり有理数の一種だった。

しかし、有理数で表記した区間を狭めて行くと、

無理数にたどり着ける……というのがポイント。

3 数列と極限

3.1 数列、部分数列の定義の注意

高校と定義が微妙に異なる。
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高校のときは、数列、部分数列はともに有限個の数列を認めていたが、

解析の教科書だと無限個の数列・部分数列のみが議論されている。

よって、何も言わなくても、無限に続いていると考えるべし。

4 今日はここまで★

5 更新記録

〲〰〱〷年〰〵月〱〷日リリース
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